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TEOREMA DE DIRICHLET

TEOREMA DE DIRICHLET

El teorema de Dirichlet afirma lo siguiente:

Si a y b son dos enteros positivos sin divisores primos comunes, entonces la sucesion
a,=a+b-n contiene infinitos nimeros primos.

Realmente se prueba un resultado algo mas fuerte que la afirmacién anterior, ya que se
demuestra que
In(p)

p=amodb p

—> oo

Demostracién del Teorema de Dirichlet

La demostracion se apoyara en las propiedades de determinadas funciones multiplicativas,
para cuya definicion se requieren algunos conceptos tedricos previos:

Sea G un grupo conmutativo® finito de orden /4 y con elemento unidad e. Un caracter
sobre G es una funcién y compleja no nula tal que y(u-v)= y(u)- y(v) paratodo u,ve G.

Puesto que la funcién inversa de un caracter asi como el producto de dos caracteres mantiene
también esta propiedad, se deduce inmediatamente que el conjunto de los caracteres forma a su
Vez un grupo conmutativo con la multiplicacién. Se denomina caracter principal del grupo

conmutativo G a la funcién ¥, tal que y,(u)=1 paratodo u#€ G . El caracter principal hace de
elemento unidad en el grupo de los caracteres.

Hay otras propiedades que se deducen faciimente: Se tiene que y(e)=1y, dado que el
orden de un elemento divide al orden del grupo, para todo ue G se cumple
que (;((u))h = y(u")= y(e) =1, lo cual implica que | ¥(u)|=1. Dado que el niimero de raices de
la unidad de orden % es como maximo /4, el nimero de caracteres ¢ es finito, (cada caracter se
puede considerar una variacion con repeticion de las raices de la unidad de orden /4, de modo

. h .. . ,
como mucho podria haber A" variaciones, aunque, como veremos enseguida, ese nimero es
mucho menor).

Se necesitara un resultado previo: Para todo #€ G distinto de la unidad existe al menos
un caracter ytal que y(u)# 1. (Ejercicio TeDi01)

! Aunque en este tema se esta hablando de grupos en general, el lector que no esté familiarizado con la teoria
de grupos puede limitarse a identificar el grupo GG con los conjuntos de clases residuales reducidas G = Z;

de las cuales ya obtuvimos su descomposicion concreta en los apuntes sobre congruencias al estudiar el
logaritmo discreto. Ese es el tinico grupo para el que se necesitan estas propiedades en la demostracion del
Teorema de Diriclet.




Representaremos por Z la suma para todos los diferentes caracteres del grupo G .
z
Entonces se cumplen los siguientes resultados (Ejercicio TeDi02):

c Si u=e i
z;((u) = . paratodo u€ G donde ¢ = ZI es el numero de caracteres
0 si u#e >

Z;{(u) { Sl. X=2x donde /% es el orden de G
ueG S Z¢ZO

c=h

1 ] =
Paratodo ue Gy ve G se cumple lZMZ SZ. u=v
h s yv) (0 si u#v

Para cualquier par de caracteres }, y ¥, se tiene que — Z

X(w) {1 sio =2
ZIE(IZZ(”)

0 si y#u0

Fijado un entero positivo, g, consideramos los caracteres J) del grupo G:Z; de las
clases de congruencia médulo g de nimeros coprimos con ¢ . Dado que este grupo tiene
¢(g) elementos, lo podemos representar por G:{al,az,...,a¢(q)} donde los «, son los
representantes de cada clase de congruencia que cumplenO<a, <g. Ahora utilizamos los

caracteres y de G para obtener funciones extendidas de los mismos, las cuales toman valores
para todos los niimeros reales, segun la igualdad:

(@) si n=a(modg)
Z(”)_{ 0 si MCD(mgq)>1

Estas funciones se denominan caracteres de Dirichlet moédulo g y es facil observar que

son completamente multiplicativas. Existen @(g) funciones de este tipo, de las cuales se
denomina caracter principal de Dirichlet a la funcion

1 si n=a(modgq)
Xo(n)= .
0 si MCD(n,q)>1

De las propiedades demostradas para los caracteres de un grupo se deducen directamente

las siguientes:
Y - {(ﬁ(q) siX=4

n(modgq) Y Z ¢Zo

Y )= {¢(Q) si u=l(modg)

Y(nodg) si u#1(modgq)



Para cada entero a tal que MCD(a,q)=1 se tiene que

x() _ {fﬂ(q) si u=a
2(modg) X (@) 0 si u#a

Se definen las L-funciones de Dirichlet como
o X (1)
L(s,p)= 27
n=1

donde s es un nimero complejoy ¥ un caracter de Dirichlet.

Dado que los valores de y son periodicos, la serie L(s, ) converge absolutamente para

Re(s) >1 y uniformemente para Re(s) =1+ ¢ para cualquier £ >0 dado. Ademds, como los
coeficientes son completamente multiplicativos, la serie admite una expresién como producto

L(s.7) =H(1—L{’)j_
p p

Cuando Re(s)>1 se tienen las siguientes propiedades (Ejercicio TeDi03):

L(s,7)#0
L(s,;a))::(s)-l‘[( ;j
plg
L'(s,. ) _ x(n)A(n)
L(s, %) 2;

|
De la expresion L(s,;(o):{(s)'H(l——sj y las propiedades de la funciéon ¢ se

rlg
deduce que la funcién L(s,y,) es analitica en el semiplano plano complejo Re(s)>0 a

1
excepcion de un polo en s =1, cuyo residuo es H(l——j = M Como consecuencia de ello
plq p q

/
podemos poner L(s,¥,) = f(s)+M donde f es analitica y no tiene singularidades en




| f.(s)_¢(q)/g -
L'(s, 0) _ (s=1)" _ =D ®)-9q/q 1
L(s, xy) £(s )+¢(Q)/q (s=Df(s)+o(q)/q s—1

Re(s) > 0, de modo que la funcién

tiene también un polo en s =1 con residuo —1.

Por otra parte, toda L-funciéon L(s,})) con ¥ # }, es analitca y no presenta
singularidades en la zona Re(s) > 0. (Ejercicio TeDi04)

Para k >0 se tiene que (Ejercicio TeDi05):

y Moo AW g

p=a(modq) p n=a(modq)

, lo cual también se puede expresar como

In(p) _ -1 L'k,yo) 1 L'k, x)
p=a(modq) pk (P(Q) L(kaZO) (P(Q)Z(a) x(modg) L(ka/l/)

X#Xo

-0
y esta expresion es la clave para la prueba del Teorema de Dirichlet: se trata de verificar que el

primer término del segundo miembro diverge mientras que los restantes se mantienen limitados.

Como se cumple que L(1, ¥)# 0 cuando y # ¥, (Ejercicio TeDiO6) , se obtiene un valor
finito para

k_>l+ ¢(q)l(a) é(;r}l[odq) L(k Z) (P(Q)Z(l) %T;I[Odq) L(I:Z)

1 L'y _ L'k x)
Zo(a) L(kzlo) L(kalo)

y entonces, dado que segun vimos,

tiene un polo en s=1 con

residuo —1, se cumple que

L)
ko1 L(k,;(o)
y con eso nos queda
(p) _ yipy In(p) _ ~1 (lim Lk o) 0(2)j+ O(1) = o
p=a(modq) P il p=a(modq) p ¢(Q) k-1 L(k ZO)

con lo cual concluye la demostracion del teorema.



APENDICE
PRINCIPIO DE INCLUSION-EXCLUSION?

Supongamos que tenemos un conjunto de N objetos sobre los que se han definido unas
propiedades B, P,,..., Py que el nimero de objetos que tienen la propiedad P, esta dado por

1

N,, el numero de objetos que tienen la propiedad P y la propiedad P/ simultaneamente estan

dados por N,./., y en general Nn--- es la cantidad de objetos que tienen simultaneamente las

it
propiedades £ ,..,P,_, y P,. Entonces el nimero de objetos que no tiene ninguna de las
propiedades P, ,..., P, esta dado por

N=Y N+ Y Ny++D)" YN, +-+(D)'N,

O<i<t O<i< <t 0<iy<..<ip<t

1edy

Incluimos aqui la demostracion:
Para un conjunto vacio, el teorema se cumple dado que todos los términos se anulan.

Procedamos por induccién, suponiendo que el teorema es cierto para conjuntos de N
elementos.

Consideremos un conjunto que se puede obtener afiadiendo un elemento a otro conjunto
de N elementos.

Si el objeto no tiene ninguna de las propiedades, el Unico término de la suma que se
incrementa es IV y el teorema se sigue cumpliendo.

Si por el contrario, el objeto tiene »n de las propiedades, digamos, sin perder generalidad,
que B, P,....,P,, entonces el valor de ZNil...i se incrementa una vez por cada N,

Tt p iy
0<i)<..<iy <t

n
donde i,...,i, esunacombinacion de 1,...,7, esto es (kj veces si k<n 00si k>n, de modo

gue el incremento total en la suma estara dado por

Tt e e v et " =a -1y =0
nH ()k ()n—( )' =

Concluimos entonces que, al afiadir el elemento, la suma solo se ha incrementado si el
objeto no tiene ninguna de las propiedades y el teorema se cumple también para conjuntos de
N +1 elementos.

2 e e, . .. . s
Este principio se utilizé en uno de los ejercicios referentes a la funcion de Euler.



EJERCICIOS

Ejercicio TeDi01

Para todo u# € G distinto de la unidad existe al menos un carécter y tal que y(u)#1

>
Consideremos la descomposicién del grupo G ° en producto de subgrupos ciclicos

G=G, -G, -G, de ordenes h,,h,,..h, tales que h=hh,..h, . En cada uno de los subgrupos
ciclicos G, se toma un elemento generador, digamos a,. Todo elemento # de G serd igual a

b, b by
u=a,'a,’ ..qa,"
nulos.

con 0<b,<h, , donde Gnicamente para el elemento unidad todos los b, son

Cualquier caracter y del grupo G quedaré definido si se conocen los valores para los

elementos generadores, siendo y () = y(a,)" y(a,)" .. y(a,)" .

Consideremos fijado ##¢e y un j tal que el elemento b]. correspondiente a # no es
nulo, entonces el caracter que se define a partir de la relacion

| si m#j
X(a,) =9 azin .
et m=j

. b, b, b,
cumple y(u)=e""""" = cos(27[h—j) +i- sen(2ﬂ'h—j) y dado que 0< h—’ <1,sera y(u)#1
J J J

<

Ejercicio TeDi02.1

c si u=e

;Z("):{o Si u#e

paratodo #€ G donde ¢ = Zl es el nimero de caracteres
x

> Z;((e):ZI:c

Si u #e existe un caracter y' talque y'(u)#1 entonces

2@ @)= 1 xw)=> x xw)=> y)
X X X X

a &3 . . ’ . o . ’
* Los generadores del grupo Z 4 Son precisamente las clases correspondientes a raices primitivas, que aqui
presentadas como @, , y, seglin vimos, cualquier elemento de Z q se expresa como un producto de potencias

de estas raices primitivas. Cada subgrupo G, de los que aqui se habla sera entonces el conjunto de potencias

de la clase asociada una raiz primitiva @, .




ya que la relacion y <> 'y es 1-1 en el conjunto de caracteres. De aqui se obtiene que

' (m)— ])Z ¥ (u)=0 y entonces Z;{(u) =0 puestoque y'(u)—1#0.
z z
<

Ejercicio TeDi02.2

WAOE {0 ST X=X Gonde b es el orden de G
Si

ueG l’ * ZO
D
D xwy=)1=h
ueG ueG
Si y # ¥, entonces existe u'e G tal que y(u')#1 yentonces
2y )= @) y@)=> y@'u)y="> y(u)
ueG ueG ueG ueG
luego (y(u')— I)Z;((u) =0 y debe ser Z;{(u) =0.
ueG ueG
<

Ejercicio TeDi02.3

En un grupo conmutativo finito el nimero de caracteres es igual al orden del grupo

>
h=ZZo(u)=Z;(0(u)+z Zz(u):zzz(u):
‘ZZZ(”) ZZZ(UHZMe) Z;((e) ¢
<

Ejercicio TeDi02.4

1 si u=v
Paratodo ue Gy ve G se cumple — ZZ(M) {

x x(v) 0 si u#v

>
ZZ(M) 2= g = c=h si w'=e
) 0 i uv'#e

<

Ejercicio TeDi02.5

u 1 si =
Para cualqmer par de caracteres Zl Yy Zz se tiene que — Z Z]( ) { i Zl Zz
hue(flz(u) O §1 Z1¢ZZ

X(u) -1 c=h si lezil:;(o
l;;zz(u) Z@ . { 0 si 14 *X




<

Ejercicio TeDi03.01

L(s,y)#0 si Re(s)>1

>

L. 0 =T1

P

x(p) 1Y
>H[l+| Re“)'J H(Hpm“)J >0

plg plg

5]

<

Ejercicio TeDi03.02

L(s, 10):;@)-]‘[(1-%] con Re(s) > 1
p

plg

£ pfe ) o

r plg plg

)

L(s, xy) = H(

rlq
<

Ejercicio TeDi03.03

L'(s, ) _ Zx(n)A( n)

con Re(s)>1

L(SBZ) n=1

>

L6 =2 AP iy =3 XD T AW =3 T AW )=

= n=l djn =l dn
=3 AWd)x(d) ﬂ%% - _EM (Z (- A)(H)J(Z ;(Ign)J
n=l dn p p—
=-L(s, x)iw

<

Ejercicio TeDi03.04

In(L(s, p))= ZZ L ()" con Re(s)>1

nn
P m=1M

o(L5.2)) = Z'n[ x(p)] IR

pmlm p
<

Ejercicio TeDi04

La funcién L(s, ¥) con y # ¥, es analiticay no tiene singularidades cuando Re(s) >0

> Dada una L-funcién y # y, definimos




S,(x)= x(n)

n<x

La funcién se repite con periodo ¢ y se tiene que S, (n) =0 cuando 0= n(modg). Dado

que | ¥ |=1, sera siempre | S, (n)|<q

Aplicando la férmula de Abel Za(n)f(n) A(x) f(x)— jA(t)f (t)dt  con

a<nsx

a(n)= y(n) y f(n)=n"encontramos

S X
3y £ Z(”) Z(Sx) +5 ]S, dt
l<n<x X 1

y tomando limites se obtiene

o

L(s, 1)_SJ‘ =

Como

~Re(s s q-|s] q
|S(t)|tRe()]dt<|s| Rt = lim (1- —) =
I Iq SoRe(s) A Re(s)
S, (0
la expresion J‘ ey dt proporciona una funcién convergente y analitica en el semiplano
1

abierto Re(s) > 0 ,sin ninguna singularidad en esta zona. También se tiene que

L(s, )| <

qlsl

Re(s)

<

Ejercicio TeDi05.1

Mz Z A(n) —0(1) cuando £ >0

k
p=a(modq) P n=a(modq) n*

A(n) In(p) _ < In(p) In(p)
0 S z - z = z Z m. - z =
n=a(modq) nk p=a(modq) pk m=1 p" =g(mod ¢) * p=a(mod q) pk

_ z Z ln(’fZ) < ZZ ln(P) Zln(p)ip—mk —

m=2 p™ =a(modq) p m=2 p

N P 1n<p> o5_In(p)
DL rae D By D D TR

<

Ejercicio TeDi05.2

In(p) _ -1 L'(kyy) 1 L'(k.g)
p=a(modq) pk CD(Q) L(k:ZO) CD(Q)Z(G) x(modg) L(ka/l/)

X#Xo

—0(1) con k>0




In(p) A(n) x(n) | A(n)
= -0q -0(H)=
p=a§)dq) Pk n=a(zm<:>dq) n* 0= Z((/’(Q) ;((g;lq)l(a)] n* O
1 X(mA(n) -1 L'(k.x)
= -0 =— —==—-0() =
(p(q)}((a) y(modq) n ¢ ( ) ¢(Q)Z(a) ;{(mzocllq) L(k,l) ( )
1 L'(k.y,) 1 L'(k, x)

=— A7 (1
o(q) Lk, x,) ¢(Q)Z(a)z(§iq) Lk, x) 2

X#Xo
<

Ejercicio TeDi06.1

L(,y)#0 cuando y+# y, y x no es una funcion real

> Cuando k >1 setiene

> ("
Shitk)= Y T ey ZZ e
x(modq) 2imdgy 5 mam - p p m=1M
- 1
DI O W
e p" =l(modq) ? Z " =1(modgq)

de modo que

[Tk

2(modg)

= exp( Z In(L(k, ;())J >exp(0) =1

z(modq)

Si suponemos que para algin caracter y, no real se tiene L(l, ¥,) =0, entonces, dado

que ¥, =% Y L(,x)=L(,x)=0 también es otro cero, en el producto HL(k,;() hay al

x(modg)
menos dos ceros cuando k£ — 1, los cuales son suficientes para cancelar el Gnico polo simple
correspondiente a L(1", y,), de modo que se tendria lim HL(k,;() =0, en contradicci6én con
—1*
x(modg)

la desigualdad obtenida.
<

Ejercicio TeDi06.2

LA, x)#0 cuando y # y, y x es unafuncion real

>
Si suponemos que L(1, ¥)=0, entonces la funcion F(s)={(s)- L(s,y) seria analitica

y no presentaria singularidades en Re(s) > 0. Ademas, cuando Re(s) >1 se tendria

F(s)= (Z j(z N)j il ()

n=l1

La funcién 1. y(n) es multiplicativa, y como y(»n) es un divisor real de la unidad,
y(m)=0 o0 y(n)==1, de modo que para una potencia de un nimero primo se tiene que




I si z(p)=0

k+1 si y(p)=1
1 si y(p)=—1 y k es par
0 si y(p)=—1 y k es impar

Ly(p")= Zz(p’) = Zz(p)’ =

1 sin esuncuadrado exacto

Esto implica que 1. y(n)>1.A(n) = )
0 sinnoesuncuadrado exacto

Observemos que Zl ﬂ(n) Z( )
n=1 I’l m=1

Dado que, de acuerdo a nuestra suposicion, F(s) no tiene singularidades cuando
Re(s) >0, podemos realizar un desarrollo de Taylor en un punto x,>0 que convergera si
0 <x <x,, obteniendo

d
Fy=Y ) (x°)( x)?

d=1
ahora bien, si x, >1/2 tenemos

(1 F(x,) = (—l)di R o>

1. /1(71)

n=1

> (1) Z”“”( In(n))* = (-1 D
demodoque

(d o (d 5 d
F= 500 e =y ) e 5 WD)

d=1 d=1

ZDd Q%) 3y = £ (25— 2x,)

d=1

=(=1)" D¢ (2x)) = (=2)"¢"(2x,) 2 0

Pero entonces F(1/2)> ¢(1-2x,) cuando x, >1/2 y como

lim {(l—Zxo)— llm {(a)=oc

x,—1/2%

se tiene F(1/2)=eo, en contradiccién con nuestra suposicion, segln la cual F no deberia tener

singularidades cuando Re(s) > 0.
<



